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[bookmark: _Toc469402630]Задача 1

Найдите минимальное и максимальное назначение для задачи с матрицей:
	2
	4
	1
	4
	7

	2
	1
	3
	6
	8

	3
	4
	7
	9
	6

	16
	2
	9
	32
	8

	8
	16
	7
	9
	16



Решение

Найдем минимальное назначение.

Шаг №1.
1. Проводим редукцию матрицы по строкам. В связи с этим во вновь полученной матрице в каждой строке будет как минимум один ноль.
	1
	3
	0
	3
	6
	1

	1
	0
	2
	5
	7
	1

	0
	1
	4
	6
	3
	3

	14
	0
	7
	30
	6
	2

	1
	9
	0
	2
	9
	7



Затем такую же операцию редукции проводим по столбцам, для чего в каждом столбце находим минимальный элемент.
	1
	3
	0
	1
	3

	1
	0
	2
	3
	4

	0
	1
	4
	4
	0

	14
	0
	7
	28
	3

	1
	9
	0
	0
	6

	0
	0
	0
	2
	3



После вычитания минимальных элементов получаем полностью редуцированную матрицу.
2. Методом проб и ошибок проводим поиск допустимого решения, для которого все назначения имеют нулевую стоимость.
Фиксируем нулевое значение в клетке (1, 3).  Другие нули в строке 1 и столбце 3 вычеркиваем. Для данной клетки вычеркиваем нули в клетках (3; 1).
Фиксируем нулевое значение в клетке (2, 2).  Другие нули в строке 2 и столбце 2 вычеркиваем. Для данной клетки вычеркиваем нули в клетках (3; 1).
Фиксируем нулевое значение в клетке (3, 5). Другие нули в строке 3 и столбце 5 вычеркиваем. Для данной клетки вычеркиваем нули в клетках (3; 1).
В итоге получаем следующую матрицу:
	1
	3
	[0]
	1
	3

	1
	[0]
	2
	3
	4

	[0]
	1
	4
	4
	[0]

	14
	[0]
	7
	28
	3

	1
	9
	[0]
	0
	6



Поскольку расположение нулевых элементов в матрице не позволяет образовать систему из 5-х независимых нулей (в матрице их только 3), то решение недопустимое.
3. Проводим модификацию матрицы. Вычеркиваем строки и столбцы с возможно большим количеством нулевых элементов: строку 3, столбец 2, строку 5, столбец 3.
Получаем сокращенную матрицу (элементы выделены):
	1
	3
	0
	1
	3

	1
	0
	2
	3
	4

	0
	1
	4
	4
	0

	14
	0
	7
	28
	3

	1
	9
	0
	0
	6



Минимальный элемент сокращенной матрицы (min(1, 1, 3, 1, 3, 4, 14, 28, 3) = 1) вычитаем из всех ее элементов:
	0
	3
	0
	0
	2

	0
	0
	2
	2
	3

	0
	1
	4
	4
	0

	13
	0
	7
	27
	2

	1
	9
	0
	0
	6



Затем складываем минимальный элемент с элементами, расположенными на пересечениях вычеркнутых строк и столбцов:
	0
	3
	0
	0
	2

	0
	0
	2
	2
	3

	0
	2
	5
	4
	0

	13
	0
	7
	27
	2

	1
	10
	1
	0
	6



Шаг №2.
1. Проводим редукцию матрицы по строкам. В связи с этим во вновь полученной матрице в каждой строке будет как минимум один ноль.
Затем такую же операцию редукции проводим по столбцам, для чего в каждом столбце находим минимальный элемент.
После вычитания минимальных элементов получаем полностью редуцированную матрицу.
2. Методом проб и ошибок проводим поиск допустимого решения, для которого все назначения имеют нулевую стоимость.
Фиксируем нулевое значение в клетке (1, 3). Другие нули в строке 1 и столбце 3 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (2, 1). Другие нули в строке 2 и столбце 1 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (3, 5). Другие нули в строке 3 и столбце 5 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (4, 2). Другие нули в строке 4 и столбце 2 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (5, 4). Другие нули в строке 5 и столбце 4 вычеркиваем. 
В итоге получаем следующую матрицу:
	[0]
	3
	[0]
	[0]
	2

	[0]
	[0]
	2
	2
	3

	[0]
	2
	5
	4
	[0]

	13
	[0]
	7
	27
	2

	1
	10
	1
	[0]
	6



Количество найденных нулей равно k = 5. В результате получаем эквивалентную матрицу Сэ:
	0
	3
	0
	0
	2

	0
	0
	2
	2
	3

	0
	2
	5
	4
	0

	13
	0
	7
	27
	2

	1
	10
	1
	0
	6



4. Методом проб и ошибок определяем матрицу назначения Х, которая позволяет по аналогично расположенным элементам исходной матрицы (в квадратах) вычислить минимальную стоимость назначения.
	[0]
	3
	[0]
	[0]
	2

	[0]
	[0]
	2
	2
	3

	[0]
	2
	5
	4
	[0]

	13
	[0]
	7
	27
	2

	1
	10
	1
	[0]
	6



Cmin = 1 + 2 + 6 + 2 + 9 = 20

Найдем максимальное назначение.
Для этого модифицируем исходную матрицу умножением всех элементов на (-1) и затем сложением их с максимальным элементом матрицы (32) так, чтобы матрица не содержала бы отрицательных элементов:
	30
	28
	31
	28
	25

	30
	31
	29
	26
	24

	29
	28
	25
	23
	26

	16
	30
	23
	0
	24

	24
	16
	25
	23
	16



Шаг №1.
1. Проводим редукцию матрицы по строкам. В связи с этим во вновь полученной матрице в каждой строке будет как минимум один ноль.
	5
	3
	6
	3
	0
	25

	6
	7
	5
	2
	0
	24

	6
	5
	2
	0
	3
	23

	16
	30
	23
	0
	24
	0

	8
	0
	9
	7
	0
	16



Затем такую же операцию редукции проводим по столбцам, для чего в каждом столбце находим минимальный элемент.
	0
	3
	4
	3
	0

	1
	7
	3
	2
	0

	1
	5
	0
	0
	3

	11
	30
	21
	0
	24

	3
	0
	7
	7
	0

	5
	0
	2
	0
	0



После вычитания минимальных элементов получаем полностью редуцированную матрицу.
2. Методом проб и ошибок проводим поиск допустимого решения, для которого все назначения имеют нулевую стоимость.
Фиксируем нулевое значение в клетке (1, 1). Другие нули в строке 1 и столбце 1 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (2, 5). Другие нули в строке 2 и столбце 5 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (3, 3). Другие нули в строке 3 и столбце 3 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (4, 4). Другие нули в строке 4 и столбце 4 вычеркиваем. 
Фиксируем нулевое значение в клетке (5, 2). Другие нули в строке 5 и столбце 2 вычеркиваем. 
В итоге получаем следующую матрицу:
	[0]
	3
	4
	3
	[0]

	1
	7
	3
	2
	[0]

	1
	5
	[0]
	[0]
	3

	11
	30
	21
	[0]
	24

	3
	[0]
	7
	7
	[0]



Количество найденных нулей равно k = 5. В результате получаем эквивалентную матрицу Сэ:
	0
	3
	4
	3
	0

	1
	7
	3
	2
	0

	1
	5
	0
	0
	3

	11
	30
	21
	0
	24

	3
	0
	7
	7
	0



4. Методом проб и ошибок определяем матрицу назначения Х, которая позволяет по аналогично расположенным элементам исходной матрицы (в квадратах) вычислить максимальное значение прибыли.
	[0]
	3
	4
	3
	[0]

	1
	7
	3
	2
	[0]

	1
	5
	[0]
	[0]
	3

	11
	30
	21
	[0]
	24

	3
	[0]
	7
	7
	[0]



Cmax = 2 + 8 + 7 + 32 + 16 = 65



[bookmark: _Toc469402631]Задача 2

Решите задачу коммивояжера.
	
	V1
	V2
	V3
	V4
	V5

	V1
	0
	4
	1
	4
	7

	V2
	4
	0
	3
	6
	8

	V3
	1
	3
	0
	9
	6

	V4
	4
	6
	9
	0
	16

	V5
	7
	8
	6
	16
	0



Решение

1) Жадный алгоритм
Алгоритм заключается в следующем. Выбирается ребро, имеющее минимальный вес среди всех рёбер, и включается в остов. Из оставшихся ребер выбирается снова то, которое имеет минимальный вес, и включается в остов, если при этом не образуются циклы. Процесс продолжается до тех пор, пока все вершины не будут включены в остов.
Путь начинаем из вершины V1.
1) V1  V3 длина 1
2) V3  V2 длина 3
3) V2  V4 длина 6
4) V4  V5 длина 16
5) V5  V1 длина 7
Итого путь V1  V3 V2 V4 V5  V1 длиной 33.
2) Алгоритм ветвей и границ.
Возьмем в качестве произвольного маршрута:
X0 = (1,2);(2,3);(3,4);(4,5);(5,1)
Тогда F(X0) = 4 + 3 + 9 + 16 + 7 = 39
Для определения нижней границы множества воспользуемся операцией редукции или приведения матрицы по строкам, для чего необходимо в каждой строке матрицы D найти минимальный элемент.
di = min(j) dij
	i j
	1
	2
	3
	4
	5
	di

	1
	M
	4
	1
	4
	7
	1

	2
	4
	M
	3
	6
	8
	3

	3
	1
	3
	M
	9
	6
	1

	4
	4
	6
	9
	M
	16
	4

	5
	7
	8
	6
	16
	M
	6



Затем вычитаем di из элементов рассматриваемой строки. В связи с этим во вновь полученной матрице в каждой строке будет как минимум один ноль.
	i j
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	M
	3
	0
	3
	6

	2
	1
	M
	0
	3
	5

	3
	0
	2
	M
	8
	5

	4
	0
	2
	5
	M
	12

	5
	1
	2
	0
	10
	M



Такую же операцию редукции проводим по столбцам, для чего в каждом столбце находим минимальный элемент:
dj = min(i) dij
	i j
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	M
	3
	0
	3
	6

	2
	1
	M
	0
	3
	5

	3
	0
	2
	M
	8
	5

	4
	0
	2
	5
	M
	12

	5
	1
	2
	0
	10
	M

	dj
	0
	2
	0
	3
	5



После вычитания минимальных элементов получаем полностью редуцированную матрицу, где величины di и dj называются константами приведения.
	i j
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	M
	1
	0
	0
	1

	2
	1
	M
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	M
	5
	0

	4
	0
	0
	5
	M
	7

	5
	1
	0
	0
	7
	M



Сумма констант приведения определяет нижнюю границу H:
H = ∑di + ∑dj
H = 1+3+1+4+6+0+2+0+3+5 = 25
Элементы матрицы dij соответствуют расстоянию от пункта i до пункта j.
Поскольку в матрице n городов, то D является матрицей n x n с неотрицательными элементами dij ≥ 0
Каждый допустимый маршрут представляет собой цикл, по которому коммивояжер посещает город только один раз и возвращается в исходный город.
Длина маршрута определяется выражением:
F(Mk) = ∑dij
Причем каждая строка и столбец входят в маршрут только один раз с элементом dij.
Шаг №1.
Определяем ребро ветвления и разобьем все множество маршрутов относительно этого ребра на два подмножества (i,j) и (i*,j*).
С этой целью для всех клеток матрицы с нулевыми элементами заменяем поочередно нули на М(бесконечность) и определяем для них сумму образовавшихся констант приведения, они приведены в скобках.
	i j
	1
	2
	3
	4
	5
	di

	1
	M
	1
	0(0)
	0(0)
	1
	0

	2
	1
	M
	0(0)
	0(0)
	0(0)
	0

	3
	0(0)
	0(0)
	M
	5
	0(0)
	0

	4
	0(0)
	0(0)
	5
	M
	7
	0

	5
	1
	0(0)
	0(0)
	7
	M
	0

	dj
	0
	0
	0
	0
	0
	0



d(1,3) = 0 + 0 = 0; d(1,4) = 0 + 0 = 0; d(2,3) = 0 + 0 = 0; d(2,4) = 0 + 0 = 0; d(2,5) = 0 + 0 = 0; d(3,1) = 0 + 0 = 0; d(3,2) = 0 + 0 = 0; d(3,5) = 0 + 0 = 0; d(4,1) = 0 + 0 = 0; d(4,2) = 0 + 0 = 0; d(5,2) = 0 + 0 = 0; d(5,3) = 0 + 0 = 0; 
Наибольшая сумма констант приведения равна (0 + 0) = 0 для ребра (1,3), следовательно, множество разбивается на два подмножества (1,3) и (1*,3*). Исключение ребра (1,3) проводим путем замены элемента d13 = 0 на M, после чего осуществляем очередное приведение матрицы расстояний для образовавшегося подмножества (1*,3*), в результате получим редуцированную матрицу.
	i j
	1
	2
	3
	4
	5
	di

	1
	M
	1
	M
	0
	1
	0

	2
	1
	M
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	M
	5
	0
	0

	4
	0
	0
	5
	M
	7
	0

	5
	1
	0
	0
	7
	M
	0

	dj
	0
	0
	0
	0
	0
	0



Нижняя граница гамильтоновых циклов этого подмножества:
H(1*,3*) = 25 + 0 = 25
Включение ребра (1,3) проводится путем исключения всех элементов 1-ой строки и 3-го столбца, в которой элемент d31 заменяем на М, для исключения образования негамильтонова цикла.
В результате получим другую сокращенную матрицу (4 x 4), которая подлежит операции приведения.
После операции приведения сокращенная матрица будет иметь вид:
	i j
	1
	2
	4
	5
	di

	2
	1
	M
	0
	0
	0

	3
	M
	0
	5
	0
	0

	4
	0
	0
	M
	7
	0

	5
	1
	0
	7
	M
	0

	dj
	0
	0
	0
	0
	0



Сумма констант приведения сокращенной матрицы:
∑di + ∑dj = 0
Нижняя граница подмножества (1,3) равна:
H(1,3) = 25 + 0 = 25 ≤ 25
Поскольку нижняя граница этого подмножества (1,3) меньше, чем подмножества (1*,3*), то ребро (1,3) включаем в маршрут с новой границей H = 25
Шаг №2.
Определяем ребро ветвления и разобьем все множество маршрутов относительно этого ребра на два подмножества (i,j) и (i*,j*).
С этой целью для всех клеток матрицы с нулевыми элементами заменяем поочередно нули на М(бесконечность) и определяем для них сумму образовавшихся констант приведения, они приведены в скобках.
	i j
	1
	2
	4
	5
	di

	2
	1
	M
	0(5)
	0(0)
	0

	3
	M
	0(0)
	5
	0(0)
	0

	4
	0(1)
	0(0)
	M
	7
	0

	5
	1
	0(1)
	7
	M
	1

	dj
	1
	0
	5
	0
	0



d(2,4) = 0 + 5 = 5; d(2,5) = 0 + 0 = 0; d(3,2) = 0 + 0 = 0; d(3,5) = 0 + 0 = 0;
d(4,1) = 0 + 1 = 1; d(4,2) = 0 + 0 = 0; d(5,2) = 1 + 0 = 1; 
Наибольшая сумма констант приведения равна (0 + 5) = 5 для ребра (2,4), следовательно, множество разбивается на два подмножества (2,4) и (2*,4*).
Исключение ребра (2,4) проводим путем замены элемента d24 = 0 на M, после чего осуществляем очередное приведение матрицы расстояний для образовавшегося подмножества (2*,4*), в результате получим редуцированную матрицу.
	i j
	1
	2
	4
	5
	di

	2
	1
	M
	M
	0
	0

	3
	M
	0
	5
	0
	0

	4
	0
	0
	M
	7
	0

	5
	1
	0
	7
	M
	0

	dj
	0
	0
	5
	0
	5



Нижняя граница гамильтоновых циклов этого подмножества:
H(2*,4*) = 25 + 5 = 30
Включение ребра (2,4) проводится путем исключения всех элементов 2-ой строки и 4-го столбца, в которой элемент d42 заменяем на М, для исключения образования негамильтонова цикла.
В результате получим другую сокращенную матрицу (3 x 3), которая подлежит операции приведения.
После операции приведения сокращенная матрица будет иметь вид:
	i j
	1
	2
	5
	di

	3
	M
	0
	0
	0

	4
	0
	M
	7
	0

	5
	1
	0
	M
	0

	dj
	0
	0
	0
	0



Сумма констант приведения сокращенной матрицы:
∑di + ∑dj = 0
Нижняя граница подмножества (2,4) равна:
H(2,4) = 25 + 0 = 25 ≤ 30
Поскольку нижняя граница этого подмножества (2,4) меньше, чем подмножества (2*,4*), то ребро (2,4) включаем в маршрут с новой границей H = 25
Шаг №3.
Определяем ребро ветвления и разобьем все множество маршрутов относительно этого ребра на два подмножества (i,j) и (i*,j*).
С этой целью для всех клеток матрицы с нулевыми элементами заменяем поочередно нули на М(бесконечность) и определяем для них сумму образовавшихся констант приведения, они приведены в скобках.
	i j
	1
	2
	5
	di

	3
	M
	0(0)
	0(7)
	0

	4
	0(8)
	M
	7
	7

	5
	1
	0(1)
	M
	1

	dj
	1
	0
	7
	0



d(3,2) = 0 + 0 = 0; d(3,5) = 0 + 7 = 7; d(4,1) = 7 + 1 = 8; d(5,2) = 1 + 0 = 1; 
Наибольшая сумма констант приведения равна (7 + 1) = 8 для ребра (4,1), следовательно, множество разбивается на два подмножества (4,1) и (4*,1*).
Исключение ребра (4,1) проводим путем замены элемента d41 = 0 на M, после чего осуществляем очередное приведение матрицы расстояний для образовавшегося подмножества (4*,1*), в результате получим редуцированную матрицу.
	i j
	1
	2
	5
	di

	3
	M
	0
	0
	0

	4
	M
	M
	7
	7

	5
	1
	0
	M
	0

	dj
	1
	0
	0
	8



Нижняя граница гамильтоновых циклов этого подмножества:
H(4*,1*) = 25 + 8 = 33
Включение ребра (4,1) проводится путем исключения всех элементов 4-ой строки и 1-го столбца, в которой элемент d14 заменяем на М, для исключения образования негамильтонова цикла.
В результате получим другую сокращенную матрицу (2 x 2), которая подлежит операции приведения.
После операции приведения сокращенная матрица будет иметь вид:
	i j
	2
	5
	di

	3
	0
	0
	0

	5
	0
	M
	0

	dj
	0
	0
	0



Сумма констант приведения сокращенной матрицы:
∑di + ∑dj = 0
Нижняя граница подмножества (4,1) равна:
H(4,1) = 25 + 0 = 25 ≤ 33
Поскольку нижняя граница этого подмножества (4,1) меньше, чем подмножества (4*,1*), то ребро (4,1) включаем в маршрут с новой границей H = 25
В соответствии с этой матрицей включаем в гамильтонов маршрут ребра (3,5) и (5,2).
В результате по дереву ветвлений гамильтонов цикл образуют ребра:
(1,3), (3,5), (5,2), (2,4), (4,1), 
Длина маршрута равна F(Mk) = 25
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Задан следующий орграф с весами дуг:
Дуга sv1 в весом 8.
Дуга sv2 в весом 9.
Дуга v1v2 в весом 16.
Дуга v1t в весом 4.
Дуга v2t в весом 1.
Дуга st в весом 20.
Найдите максимальный поток и минимальный разрез в сети, считая вес дуги ее пропускной способностью.
Найдите минимальный путь из вершины s в вершину t.

Решение

Шаг 1. 
Выбираем произвольный поток, например, s-v1-t. Его пропускная способность равна минимальной из всех пропускных способностей входящих в него дуг, то есть 4. Уменьшаем пропускные способности дуг этого потока на 4, насыщенную дугу v1-t вычеркиваем. 
Шаг 2. 
Выбираем произвольный поток, например, s-v2-t. Его пропускная способность равна минимальной из всех пропускных способностей входящих в него дуг, то есть 1. Уменьшаем пропускные способности дуг этого потока на 1, насыщенную дугу v2-t вычеркиваем. 
Шаг 3. 
Выбираем произвольный поток, например, s-t. Его пропускная способность равна минимальной из всех пропускных способностей входящих в него дуг, то есть 20. Уменьшаем пропускные способности дуг этого потока на 20, насыщенную дугу s-t вычеркиваем.
Больше путей нет. Суммарный поток 4+1+20=25
Начинаем расстановку пометок. 
Начальная вершина s имеет пометку 0. Из этой вершины в вершины v1 и v2 ведут ненасыщенные дуги, поэтому присваиваем им пометки соответственно, +v1 и + v2. Больше пометки расставить нельзя. Значит, максимальный поток найден, причем A = {t} (непомеченные вершины) образует разрез.
Минимальный путь из вершины s в вершину t – это путь s-v2-t, длина которого составляет 9 + 1 = 10.
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Дан следующий регулярный язык L:
 (10)*
Постройте конечный автомат с минимальным множеством состояний, представляющий язык L. Найдите эксперимент, отличающий все состояния такого автомата.

Решение

Сначала построим некоторую грамматику G, которая бы порождала язык L(A): 
S → 1A; 
A → 0S | 0. 
Проверим, действительно ли эта грамматика порождает язык L(A). Для этого построим несколько выводов возможных вариантов цепочек:
1) S ⇒ 1A ⇒ 10; 
2) S ⇒ 1A ⇒ 10S ⇒ 101A ⇒ 1010; 
3) S ⇒ 1A ⇒ 10S ⇒ 101A ⇒ 1010S ⇒ 10101A ⇒ 101010; и т.д. 
Таким образом, грамматика G действительно порождает язык L(A), следовательно, можно построить соответствующий этой грамматике конечный автомат. Для этого введем заключительное состояние F, начальное состояние соответствует аксиоме S.
Запишем преобразование правил вывода в команды: 
S1 → A - из состояния S при поступлении на вход терминала 1 автомат переходит в состояние А; 
A0 → S - из состояния А при поступлении на вход терминала 0 автомат переходит в состояние S; 
A0 → F - из состояния А при поступлении на вход терминала 0 автомат переходит в заключительное состояние F. 

[image: ]
Рисунок 1 – Конечный автомат, распознающий язык L(G)

Таким образом, построен недетерминированный конечный автомат, распознающий заданный язык L(G).
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